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Punkteverteilung:
1 2 3 4 Σ

Aufgabe (1)
Der Beweis läuft sehr ähnlich zu dem der Stirlingzahlen zweiter Art ab. Durch die Ein-
schränkung des Wertes von k auf n−2 gibt es zwei Möglichkeiten für die mögliche Länge
und Anzahl von Zyklen:

1. Es gibt einen 3-Zyklus. Man wählt also aus den n Zahlen 3 aus,
(
n
3

)
. Diese Zahlen

kann man auf (3− 1)! = 2 verschiedene Arten anordnen (eine simple Permutation,
3! ist nicht möglich, da es identische Zyklen generieren würde). Somit sind für diese
Möglichkeit

(
n
3

)
· 2 Möglichkeiten anzusetzen.

2. Es gibt zwei 2-Zyklen. Für diese Zyklen kann man
(

n
k−2

)
Zahlen auswählen, die

dann noch auf 3 verschiedene Arten angeordnet werden können. Da k = n− 2 gilt
ist für diese Möglichkeit

(
n

n−4

)
· 3 Möglichkeiten.

Damit ist die Gesamtformel
(
n
3

)
· 2 +

(
n

n−4

)
· 3.

sn,n−2 =
(

n

3

)
· 2 +

(
n

n− 4

)
· 3

=
n!

3! · (3− n)!
· 2 +

n!
(n− 4)! · (n− n + 4)!

· 3 Binomialkoeffizienten aufgelöst

=
n! · 2

6 · (3− n)!
+

n! · 3
(n− 4)! · 24

Fakultäten aufgelöst

=
n!

3 · (3− n)!
+

n!
(n− 4)! · 8

Zahlen gekürzt

=
n(n− 1)(n− 2)

3
+

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)
8

Fakultäten gekürzt

=
8n(n− 1)(n− 2) + 3n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

24
Hauptnenner gebildet, zusammengefasst

=
1
24

· [8n(n− 1)(n− 2) + 3n(n− 1)(n− 2)(n− 3)]

=
1
24

· {[n(n− 1)(n− 2)][8 + 3(n− 3)]} Ausgeklammert

=
1
24

· {[n(n− 1)(n− 2)][3n− 1]} Überflüssige Klammern entfert

=
1
24

· n(n− 1)(n− 2)(3n− 1)

Aufgabe (2)

(a) p = p1 ◦ p2 ◦ p3 ◦ p4 = p1(p2(p3(p4)))

Also wird zuerst p4 angewendet, danach p3 usw. und das Ergebnis ist p. In der
folgenden Matrix stellt jede Zeile die Anwendung der nächsten Permutation dar:
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
1 2 3 4 5
1 2 4 5 3
1 3 4 2 5
2 3 4 5 1
2 3 1 4 5


Somit ist das Ergebnis:(

1 2 3 4 5
2 3 1 4 5

)
Oder auch in Zyklenschreibweise p = (1 2 3).

(b) p1 ◦ p4 = p1(p4) =

1 2 3 4 5
1 2 4 5 3
5 2 1 4 3

 =
(

1 2 3 4 5
5 2 1 4 3

)
= (1 5 3)

Der längste Zyklus ist 3, alle anderen Zyklen in der Permutation haben die Länge
1 (nicht aufgeführt). Somit muss k = 3 sein, damit die Permutation wieder zur
ursprünglichen Reihenfolge zurückkehrt.

Aufgabe (3)

(a) Die Gradfolge 1, 2, 3, 4, 4, 4, 4 besagt, dass es mindestens einen Graphen gibt, bei
dem fünf Knoten miteinander verbunden sind und maximal zwei Knoten die eine
oder mehrere Komponenten bilden. Wenn man die Kanten in zwei Komponenten
gruppieren wollte, könnte man 4, 4, 4, 4, 3, 2, 1 herausbekommen. Damit wären die
Knoten mit den höchsten Graden in einer Komponente (unabhängig davon ob das
nun von der Anzahl der Kanten überhaupt aufgeben würde, aber das ist für diese
Betrachtung nicht von Belang). Somit bliebe noch die Komponente 2, 1, die aber,
da ein Knoten Grad zwei hat so nicht existieren kann, da sie mindestens noch eine
Kante zur anderen Komponente braucht und somit der Graph zusammenhängend
wäre. Andere Möglichkeiten für die zweielementige Komponente sind ebenfalls nicht
möglich, da die Komponente nur existieren kann wenn sie aus Knoten von Grad
1, 1 bestehen würde, es aber nur einen Knoten vom Grad 1 gibt – jede andere Kno-
tenkombination in der Komponente müsste mindestens eine Kante zur größeren,
5-Elementigen Komponente besitzen. Andere Möglichkeiten wie ein dreikomponen-
tiger Graph sind nicht möglich, da zwei Komponenten vom Grad 0 nötig wären,
diese aber nicht in der Gradfolge vorkommen.
Insgesamt hat der Graph laut dem Handshaking-Theorem

P
deg(v)
2 = 11 Kanten.

(b) Zwischen den Knoten des einen Graphen G, und denen des anderen G′ besteht eine
Bĳektion {a → i, b → j, c → k, d → l, e → m, f → n, g → o}. Es ist jedoch möglich
die Kanten in dem Graphen G′ so zu ändern, dass V und V ′ unterschiedliche Mengen
enthalten. Der Graph in Abbildung 1b ist eine Version des Graphen in Abbildung 1a
in dem die Kanten {a, b} und {c, b} durch die Kanten {k, j} und {l, j} ersetzt wurden.
Diese Kanten sind nicht in der Bĳektion G → G′ somit sind die Graphen nicht
isomorph.
Abbildung 1 zeigt beide Graphen.

(c) Es gibt keinen bipartiten Graphen mit 7 Knoten, da die Partitionen eines Graphen
jeweils 3 und 4 Knoten enthalten müssten. Hier gäbe es wiederrum zwei Möglichkei-
ten:
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(b) Graph mit geänderten Kanten

Abbildung 1: Zwei nicht isomorphe Graphen mit gleicher Gradfolge

a) alle Knoten vom Grad vier in einer Partition, {{1, 2, 3}, {4, 4, 4, 4}}. Dies würde
aber bedeuten, dass ein Knoten vom Grad vier zu vier Knoten aus der anderen
Partition verbunden wird. Ist aber unmöglich, da die andere Partition nur drei
Elemente enthält.

b) alle Knoten vom Grad vier sind in der dreielementigen Partition, {{4, 4, 4}, {1, 2, 3, 4}.
Somit muss die vierelementige Partition also mindestens einen Knoten vom
Grad vier enthalten und dies würde bedingen dass die jeweils andere Partition
mindestens vier Elemente enthält was nicht möglich ist.

Somit ist es nicht möglich, zwei Partitionen des Graphen mit dieser Reihenfolge zu
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konstruieren und damit kann ein Graph mit dieser Gradfolge nicht bipartit sein.

Aufgabe (4)
Man geht zuerst von dem Stern aus, d.h der Stern hat k + 1 Knoten und k Kanten
die gleich dem Grad des Mittelpunktes sind. Die Knoten drumherum haben alle Grad
1. Der Gesamtgrad hat n Knoten, also müssen an den Kreis noch n − (k + 1) Knoten
hinzugefügt werden.
Als Beispiel ein Stern von Grad 5, an den zwei Knoten angehängt werden sollen: Um eine
Knoten an einen Stern mit 6 Knoten anzuhängen gibt es 26 Möglichkeiten, da der neue
Knoten mit null oder bis zu 6 weiteren Knoten verbunden ist. An diesen resultierenden
Graphen soll nun ein weiterer Knoten angehängt werden, es gibt also 27 Möglichkeiten.
Für diesen Kreis gibt es also 26 · 27 = 26+7 = 213 = 8192 Möglichkeiten.
Allgemein bedeutet dies, dass der Exponent die Summe von k + 1 bis n − 1 ist. Diese
Summe ist gleich der Differenz der Summe von 1 bis n− 1 und 1 bis k (als Beispiel für
diese Überlegung kann man die Summe aller Zahlen von 3 bis 5 wählen: (1+2+3+4+5)−
(1 + 2) = (3 + 4 + 5)). Dadurch kann man nun die Gaußsche Summenformel anwenden,
(n−1)n

2 − k(k+1)
2 = n(n−1)−k(k+1)

2 . Die Anzahl der Möglichkeiten ist somit 2
n(n−1)−k(k+1)

2 .
Nun sind das die Möglichkeiten für einen bestimmten Kreis, es sind aber mehrere Kreise
möglich, bei einem Teilgraph mit k+1 Knoten sind das k+1 verschiedene Möglichkeiten
den Mittelpunkt des Sternes zu setzen. Somit muss auch dieser Term noch dazumulti-
pliziert werden (multipliziert, da es je nach Mittelpunkt 2··· verschiedene Möglichkeiten
gibt, Knoten anzufügen. Das Ergebnis ist somit:

2
n(n−1)−k(k+1)

2 · (k + 1)
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